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Einleitung,

In der mathematischen Literatur begegnet man zuweilen gewissen
Ausdriicken, die man als hohere Differenzenquotienten einer Funktion
f(x) bezeichnen kann, da zwischen ihnen und den héheren Ableitungen
von f (x) ein &dhnlicher Zusammenhang besteht wie zwischen den ersten
Differenzenquotienten und der ersten Ableitung # (x). Wir bilden mit
Hilfe von n+-1 von einander verschiedenen Zahlen Xg» Xgy ... Xn und
einer an diesen Stellen erkliirten Funktion f (x) den in den x» symmetrisch
gebauten Ausdruck

Ixoxg2. ... x0T f(xq
Ixix2. ..o %01 §(x

1x3 Xg2. ... xon—1 £ (x.

3 Xg ) ¢
1 xn xn?...xn1 f(xn)
IXOXOQ....X()"_I xOn
lxlxlﬂ....xln—l x1“
1 X9 Xg2. ... Xgn—1 x50

[XoXIXE....xn]f=nl

.............

und nennen ihn einen n-ten Differenzenquotienten von f(x). Diese
Ausdriicke spielen eine wichtige Rolle in der Interpolationsrechnung,
wo ihr enger Zusammenhang mit der n-ten Ableitung der Funktion f(x)
bereits deutlich hervortritt.  Nach H. A. Schwarz 1) gilt fiir reelle
Funktionen f(x) der reellen Variablen x der Mittelwertsatz

. (n)
[xoX; X;....xn] ¢ = (), £ = passender Mittelwert zw. den Xv,
wenn f(x) in dem groBten von den x, gebildeten Intervalle n-mal

n
differenzierbar ist. Daraus ergibt sich, Existenz und Stetigkeit von f&x))
in der Umgebung des Punktes x=—a vorausgesetzt, die Limesrelation
lim [Xo X1 X, W Xn] f= f((gs.
Xo==a, X;=a..X;=a
Uber dieses Ergebnis ist dann Stieltjes?) hinausgelangt, indem er bewies,
daB diese Limesbeziechung immer noch besteht, wenn. man nur die
Existenz der n-ten Ableitung im Punkte x = a voraussetzt. Allerdings
diirfen dann die x» nicht mehr beliebig gegen den Punkt x=a riicken,

) H. A. Schwarz. Démonstration élémentaire d'une propriété fondamentale des
fonctions interpolaires. Ges. math. Abh. Bd. 2, S. 307—308

Y T. J. Stieltjes. Oeuvres complates T.I. S. 67.
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sondern so, daB a immer Mittelwert zwischen den x, bleibt. Die
Stieltjessche Bedingung fiir die Existenz von

lim [x, X, Xs.... Xn]t

Xo=2a, X1 =23,., X3 =2
wo die x in der eben charakterisierten Weise gegen a riicken, ist zwar
eine hinreichende, aber keine notwendige. Die bisher noch nicht in
Angriff genommene Frage nach der allgemeinsten Bedingung werde ich
nun in dieser Arbeit vollstindig beantworten. Uber diese spezielle
. Frage hinaus habe ich mir iiberhaupt die Untersuchung der Zu-
sammenhinge zwischen hoheren Differenzenquotienten einer reellen
Funktion f (x) und deren Differenzierbarkeitseigenschaften vorgenommen.
Man kann sich fragen, in welcher Weise sich bestimmte Eigenschaften
einer Funktion und ihrer Ableitungen in dem Verhalten ihrer Differenzen-
quotlenten spiegeln. In dieser Weise charakterisiere ich in meiner Arbeit

1. die Funktionen f(x), fiir die der n-te Differenzenquotient in
einem ganzen Intervalle zwischen zwei endlichen Schranken
gelegen ist.

2. Die Funktionen f(x), fiir die in einem Punkte x ==a der Grenzwert

lim [Xo X; Xg . ... Xn]¢
Xo==12, X;=2, .., Xp=a
fiir beliebig nach a riickende x, existiert.

2a. Die Funktionen f(x), fiir die dieser Grenzwert langs eines
ganzen Intervalles vorhanden ist.

3. Die Funktionen f(x), fiir die der Grenzwert

lim [Xo Xy .... Xn])t
Xo==a, X;=2a,.,Xp =4
im Punkte x=a existiert, wo jedoch die x, mit der oben
erwdhnten Einschrdnkung nach a riicken. '
3a. Die Funktionen f(x), fiir die die Eigenschaft 3. lings eines
ganzen Intervalles erfiillt ist.

4. Die Funktionen f(x), die in einem ganzen Intervalle nicht
negative n-te Differenzenquotienten besitzen.

5. Endlich noch gewisse Funktionen f(x), die zu den Funktionen
in 4. in analogem Verhitnis stehen, wie die Funktionen von
beschriankter Variation zu den monotonen.

Um noch ein Wort iiber die Methode zu sagen, die mich zu
meinen Ergebnissen gefiihrt hat, so wire zu erwihnen, da es im
wesentlichen zwei neue Mittelwertrelationen zwischen den n-ten
Differenzenquotienten von f (x) und den (n—1)-ten Differenzenquotienten
der Ableitung £ (x) sind, die es gestatten, eine Anzahl der obigen Fragen
durch vollstindige Induktion auf die Fille n=2 oder n=1, d. h. auf
die analogen Fragen beziigl. der ersten und zweiten Differenzen-
quotienten zuriickzufiilhren. Was dann endgiiltig zum Ziele fiihrt, sind
nur noch Sitze aus der Lehre von den Derivierten stetiger Funktlonen
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1. Kapitel.
Algebraische Formeln und Mittelwertbeziehungen.

§ 1.
Die Rekursionsformel und einige damit verwandte Formeln
: zwischen Differenzenquotienten.
Man definiert die hoheren Differenzenquotienten durch folgende
Rekursionsformein?):

[Xo]f—-f(

- ff——[xl]f
[Xox]t= —
XoXg}f— | X; Xa)f
[x‘,xlx,]f—z [0 210_)511 Z]
M [oxix....xn]t=n- DaaxoXa. oo xn]t =[x xe Xy xn]t

Xp— Xy
Man zeigt ohne Miihe durch SchluB von n auf n+1 die Giiltig-
keit der Formel

(2)[X(,X1X2..Xn]f=n!{ f(xg) | f(x) +..+ f(x")}, a(x) =y—7ln(x——xt.).

nl(x(\) N L (xl) ‘_"(xn) y =

Durch Anwendung bekannter Sdtze iiber Vandermondesche Deter-
minanten erhdlt man dann leicht elnen welteren Ausdruck fiir den

n-ten Differenzenquotienten
’1)(0X0...‘x0“—'1f Xo ;
1X1X1 ....XI“"‘ f X1) |

]X)X)s....xg“""1 f Xa
: Ixnxn?....x" 7 f(xn)
3) [XoX;Xa....Xn]t=mn!" . n
]XO Xo® -.Xnn"—] XO“
]Xl xﬁ ..x1"—1 xn
IXqug....Xgn"‘ X N
R ;
..... s
1xnxn2....Xp ' X}

) N.E. Nérlund. Differenzenrechnung. Berlin 1924. S.8—9. Die Rekursions-
formeln bei Nérlund und bei mir unterscheiden sich nur durch numerische Faktoren
die ich lediglich eingefiihrt habe, um spiter eine formale Vereinfachung zu erzielen.
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Die Ausdriicke (2) und (3) lassen deutlich die Symmetrie des n-ten
Differenzenquotienten in den x. erkennen. Wir setzen die Zahlen x» als
paarweise verschieden voraus, da sonst die beiden Ausdriicke fiir
[XoX1Xy....xn]¢t keinen Sinn haben wiirden.

Aus den Rekursionsformeln (1) lassen sich leicht eine Anzah!
-wichtiger algebraischer Relationen zwischen den Differenzenquotienten
herleiten. Zundchst kénnen wir die Rekursionsformel (1) selbst verall-
gemeinern. Es ist ndmlich fiir n > k

4 [XOXI....Xn]f=(E) IxoXp ... xk]g, 8(X)=[X XK+ 1Xk4+2...xn]1.

i Zum E.Seweise setzen wir n=k 4 |, wo wir | konstant lassen.
Fur.k -—:0 ist die Formel trivial. Wir schlieBen nun von k auf k+1.
Es ist fiir einen (n+ 1)-ten Differenzenquotienten nach (1)

[X X ... Xn+1le=(n+1) (XoXoXy. .. Xn 4 14— [Xy Xa X5 .. Xn + 1] 1
X) e xl

- my[XoXa Xy .. Xk+1] g — [X; XaXz... Xk
("+‘)(k) e fo——qu b VR g (0=[xiXk+2..Xnt1],

wo die rechte Seite nach abermaliger Anwendung von (1) schlieBlich gleich

(n+l)('n) IE'—{_-T [x0 X, . Xk-)-'l]g:(’{::::}\)[xn Xy ....Xk+1]g wird. Damit

haben wir aber auf k+1 geschlossen, und die Formel (4) ist fir alle
positiven ganzen n > k bewiesen.

Wenn wir in (1) x, mit x, vertauschen und die rechte Seite der so
entstandenen Formel der rechten Seite der urspriinglichen gleichsetzen,
erhalten wir unmittelbar die Relation zwischen drej (n—1)-ten Differenzen-
quotienten

(5) (xs—xo) * [XoXaXg....xn]1 + (x(,—-x,i [Xo Xy X5....Xn]t
xl—x2 - [xq xa xg xn]i=0.

Zum SchluB erwéhnen wir noch eine Formel, von der wir spiter

noch Gebrauch machen werden, und die sich durch Addition der Gleichungen
na {V1¥ae- - yndt — [Xeyaoo.yn] 6} = (r—X) [X( V1 Ya. ... ynl s
"{ [xi¥ays....ynlt —[x XzYa--'-Yn]f} = (y—xo) [x XzYz----yn],f

n{[x . ..xn—1yn]f—-[x,....xn_nxn]f}=(yn—xn) [X;....%nyn]t

ergibt. ,

) n{[yr¥s.-.ynlt — [XyXg....xn]t )= (yy—%) - [X,¥1¥2....¥n]¢
+ (ya—x) - [xi Xg ¥2.. yn]f+(y3—x3) [x1wa?y;-‘-'~Yn]f
+....+{yn—xn)- [X1Xa....XnYn]f

Hier steht links (abgesehen vom Faktor n) die Differenz zweier
(n—1)-ter Differenzenquotienten und rechts ein Ausdruck, in dem nur
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n-te Differenzenquotienten vorkommen. Damit diese stets einen Sinn
haben, wollen wir voraussetzen, daB die GroBen x,, Xz, ..., Xn, Y1, Yo
... Yn voneinander verschieden sind.

§2

Zwei Mittelwertrelationen zwischen den Differenzen-
quotienten von f(x) und denen der Ableitung f (x).

Wir beginnen mit einer Mittelwertbeziehung zwischen einem n-ten
Differenzenquotienten der differenzierbaren Funktion f(x) der reellen
'Variablen x und einem (n—1)-ten Differenzenquotienten von f (x).

Es gilt der

Satz 1. Es sei Xp<X; <Xp<<::+--: < xn. Es sei ferner f (x) eine
reelle, im Intervalle (x,, xn)!) differenzierbare Funktion. Dann gibt es
in Stellen &, &,...., &h— mit X, <§o< X, < § <Xg << ---+- < Xn—t
< n—1 < xn derart, daB

[xoXy Xg...:xn]t=[E% ... . 5n—1]¢
ist.
Beweis : Wir setzen [Xq%; X3....Xn] t=R. Dann ist nach Formel (3)

1 -Xo XO ..... Xo n—1 f{ Xp, | 1 Xo )(02 Lo Xg n—1 Xoh
1 Xt x12 ..... Xy n—1{ Xy 1 Xy X]ﬂ ..... X1 n—1 Xln
1X7 X) ..... Xo n—1f{ Xa, ! R 1)02)(22 ..... Xo n—1 X" -0
...................... n! B R l— *
1xXnxn?....x0? f(Xn)! Txnxn?....x071 xD

Setzen wir nun auf der linken Seite dieser Gleichung fiir x, eine
Variable x ein, so erhalten wir offenbar eine Funktion von x, die fiir
X == X X = X, verschwindet. Daher kénnen wir das Roilesche Theorem
anwenden und eine Stelle & angeben, wo die Ableitung dieser Funktion
verschwindet. Es ist also .

101 2¢ S L(n—1) &n—21(%) | 01 2% ..{(n—1)4 n—2n g,n—1
1 X1 Xl ........ X1 n—1f k 1 I 1 X3 Xl ........ Xy n—1 Xl“
TXeXa?.oonvtn XoM—1f(x3)| R |1Xoxo?....00.. Xg N1 xgn
T = o OO =0.
l B eseosasnrees s s esses b ]eameseseeseu st
Txnxn2....... xP=T £ (xn) 1XnXn2........ PUSLIE

‘Setzen wir hier in der linken Seite fiir x; eine Variable x ein, so steht
dann links eine Funktion von x, die fiir x = x;, Xx= xy verschwindet.

1) Wir schreiben im AnschluB an Kowalewski. ffir ein abgeschlossenes Intervall
\a,b> und fir ein offenes (a, b).
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Daher gibt es ein £ zwischen X; und xg, so daB :
i012¢,.. ?n——lg Eoﬂ—zf’§$o$ 01 2¢,.. én~—1§ &g n—2n & n—i

101251.. n—l1) & n—2{' (¢ R 01 255.. n—1) & n—2n & n—1

Ixg X2...... Xa M1 (X = Ixa x2 ...... XM= X1 _g
........................... Rl
Txnxn?...... xp~ ! f(xn) Ixn Xn2........ xptooxm

n

ist. Jetzt kénnen wir wiederum fiir X eine Variable x einsetzen und
dieses Verfahren in der gleichen Weise wie vorhin fortsetzen. Dann
gelangen wir schlieBlich zu der Gleichung

0128...(n—1)En—2§t 012...(n—1)gn—2nkn—1
01251...§n~—1350ﬂ—2f‘§53 |01 251...§n—~1geln—2n51"-1l

........................... T =0,
012&n—1.. (n—1) E"2¢ (50—1) '012$n_1..(n—1)e::$n n—1
ilxnxn2...... x:—] f(xn) '

woraus ersichtlich der angekiindigte Satz erhellt.

Anmerkung. Man kann den Satz1. sofort veraligemeinern. Ist
nédmlich f (x) in (x,, xn) k-mal differenzierbar (k=<n), so braucht man
den Satz 1. nur k-mal nach einander anzuwenden, und man erhilt
miihelos die Mittelwertrelation [0 x1....xn]1=[n, e yn—kg (K),
WO Xg<<%» <xn fiir v=1, ..., n—k ist. Der Spezialfall k = n liefert
den Mittelwertsatz von Schwarz:

1
[Xoxv....)(n]f=f&§, Xg <5< Xn.

Satz 1. besagt, grob gesprochen, daB man zu einem gegebenen
n-ten Differenzenquotienten von f(x) stets einen ihm gleichen (n—1)-ten
Differenzenquotienten von f'(x) finden kann. Wir wollen jetzt noch
einen Satz beweisen, der gewissermaBen das Umgekehrte leistet. Zu
diesem Zweck leiten wir zunichst eine rein algebraische Relation
zwischen einem (n—1)-ten Differenzenquotienten von f'(x) und ein-
fachen Grenzwerten n-ter Differenzenquotienten von f(x) ab.

Es sei f(x) an der Stelle x = x, differenzierbar. Wenn wir in dem
n-ten Differenzenquotienten

[xxlxzn”xn]f‘zn_[xx.z....xn]f—[xlxz....Xn]f
X—X;
x irgendwie nach x, konvergieren lassen, so kommt, wie man etwa
aus (2) ersehen kann, immer ein Grenzwert heraus'). Wir bezeichnen
ihn einfach mit [x; x; X;... xn]s.
Dann gilt der Satz:
Ist f(x) an den Stellen x =x,, X=Xy ...., x=1xn differenzierbar,

SO ist n-[X; XeXz.... xn]t =[x Xt Xa.... Xn]t + [X X3 X3Xg. ... Xn] 4. ...
+ Xy ... Xn—1 Xn Xnt.
1) Es ist offenbar [xxs..... Xplg an der Stelle X=X, differenzierbar, wie man am

bequemsten aus dem Ausdrucke (2) ersehen kann. Man erkennt ebenfalls leicht, daB
dies auch nur dann der Fall ist, wenn f(x) an der Stelle x=1x; differenzierbar ist.
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Um das zu beweisen, schlieBen wir am besten von n auf n+1.
Fiir n=1 ist der Satz trivial; denn dann ist

[xpJe:=1(x) =[xy x;] ¢.
Wir nehmen an, die Richtigkeit unserer Formel sei bereits fiir die

(n—1)-ten Differenzenquotienten von f' (x) erwiesen. Es. ist dann n:alch
der Rekursionsformel (1) fiir einen n-ten Differenzenquotienten von (x)

X3 ...  —[XgX5... X 1y
(n+1)-[X1X2X3...Xn+1] #=n(n+1) [XIX:—x-. Xn+1]f [szi n+l]

X1 — Xo
und nach weiterer Umformung
n-+1
= XgXg...X
(n4+1) - [x X9 Xg... Xn+1] § = Py {[xl Xy Xg. . Xn+1]i+ [X X5 X5 .. Xn+1] £

FoooF X X X rXnb1 ]t —[Xo Xa Xy . Xn+1]t— [Xe Xa Xy ... Xn+1]

-——...—[nga...Xn+1Xn+l]f}~

Fiigen wir hier in der geschweiften Klammer noc.h' [X; X3 X3 ... Xn -!-l]f
—[X; Xz X3... Xn+1|f hinzu, so kénnen wir die positiven 'und negatnvep
Glieder derart zu Paaren.zusammenfassen, daB wir auf jedes Paar die
Formel (1) anwenden kénnen. Wir erhalten also

i — Xy Xo Xz...Xn+1]¢
(n+1) X Xa X5 . - . Xn+1] f'=(n+1).Ll(.1_l‘1_x_3. o Xn4 111 — (X Xe Xp. .. Xn41]

Xy ——Xg | .
+(n+]).[x1 X2X3...xn+]l::)[(’;g)(2x;.;- Lo Xn+1]f
+ (1) DrXe X ?Sn+111-_—5();2x3x3-.-Xn+1]f
T

=X X Xa Xp.. Xn+ 1] 64 |Xy Xa Xo X5 .. Xn+1} 14 .. X Xa.. Xn Xn+1 Xn+1] .

Das ist aber die zu beweisende Formel fiir die n-ten Diff.eren.zen-
quotienten vom f'(x). Damit wire die allgemeine Giiltigkeit dieser
Formel sichergestellt.

Die eben bewiesene Formel gestattet nun miihelos den Nachweis
einer fiir uns sehr wichtigen Mittelwertrelation. » :

Satz 2. Es sei x; <Xy <...<xn. Ist f(x) eine reelle, im lnte}'-
valle (x;, xn) differenzierbare Funktion, so gibt es eine Stelle ¢ in
(X1, Xn), so daB -

[X;xs...xn] ¥ =[xy X3...xn] ¢
iSt‘ .: . - . .

Beweis: Da f(x) in (x;,xn) differenzierbar ist, lSt. dle" Funktion
F(x)=[xx;X;....xn]t sicherlich stetig in (x;, xn). Wir kdnnen nun
die eben hergeleitete Formel so schreiben:

«_FO)+Fx)+....+ F(xn)
- n

[x; Xs....xn]¢
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Da rechts ein Mittelwert zwischen Maximum und Minimum von F(x) in
(x}, xn) steht, so gibt es ein &in (x1, xn), so daB die rechte Seite = F (&)
wird. Damit ist unser Mittelwertsatz bewiesen. Es hitte iibrigens die
Voraussetzung geniigt, daB f(x) nur an den Stellen Xy differenzierbar,
sonst aber in (x, xn) stetig ist. )

‘ Es kdnnte vorkommen, daB das £ unseres Satzes einem der x» gleich
ist, daB also dann rechts kein gewdhnlicher Differenzenquotient, sondern
der Grenzwert eines solchen steht. Das ist fiir unsere Untersuchhngen
durchaus kein Nachteil, da alle Gleichungen und Ungleichungen fiir
Differenzenquotienten, bei denen Satz 2. zur Anwendung kommen wird,
auch fiir Grenzwerte solcher giiltig bleiben.

1. Kapitel.

Uber Grenzwerte der n-ten Differénzenquotienten reeller Funktionen.

§ L

Ein Satz iiber die Schwankung der n-ten Differenzen-
quotienten. '

Wir wollen in diesem Paragraphen zunichst eine notwendige und
hinreichende Bedingung dafiir angeben, daB die n-ten Differenzen-
quotienten einer reellen Funktion f(x) in einem ganzen Intervalle absolut
genommen unter einer endlichen Schranke liegen. Zu diesem Zweck
beweisen wir vorerst den '

Hilfs_s.atz. Sind die n-ten Differenzenquoﬁenten (n=>2) der in
(a, b) definierten reellen Funktion f(x) beschrinkt, so ist f(x) in diesem
Intervalle differenzierbar.

Beweis: Es sei also | [xyX Xa....Xn]t | <M fiirag<x,<b.
Wenden wir hier die Formel (4) mit k=2 an, so folgt daraus
XXy Xa Xy oo Xa gl = 2) i I[Xoxl Xslg EM» g(X)=[xxz..xn]t,
d.hf[%x; xlg| <24/ =M oder

(z)

g —g(x) g =g ()| o . ! Xe— %,

Xg — Xy X1 X%
Das besagt, daB die Differenzenquotienten
g(x) —g(x) g(x;)—g(X)

Xp—Xo X1 —Xo
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1

von g(x) beliebig wenig voneinander differieren, sobald nur x,, x, ge-
niigend nahe bei dem festgehaltenen x, liegen. Daraus folgt ohne
weiteres die Differenzierbarkeit von g(x) fiir x=1x, Da x, im Inter-
valle (a,b) beliebig war und nur von den x» (+=3,....,n) verschieden
sein mufBlte, ist g(x) fiir alle diese Stellen differenzierbar. Aus der
Differenzierbarkeit von g(x)=[x x3....xn]¢t ergibt sich aber auch die
von f(x)"). Um uns von der Beschrinkung durch die Ausnahme-
punkte xs, X,,...., Xn frei zu machen, brauchen wir nur zu beachten,
daB man hinterher die Stellen x,,...., xn passend abindern kann. Daher
ist f(x) in (a, b) ausnahmslos differenzierbar.

Wir sind nun ohne weiteres imstandé, den folgenden Satz zu
beweisen: ’

Satz. Dafiir, daB die n-ten Differenzenquotienten von f(x) im
Intervalle (a, b) dem Betrage nach nirgends oberhalb einer festen
positiven Schranke M liegen, ist notwendig und hinreichend, daB f (x)
in (a, b) (n—1)- mal differenzierbar ist, und daB die Derivierten?2) der
(n—1)-ten Ableitung dem Betrage nach in diesem Intervalle nicht ober-
halb M liegen.

Beweis: Fiir n = 1 folgt der Satz leicht aus dem bekannten Satze,
daB die Derivierten einer stetigen Funktion und deren erste Differenzen-
quotienten in jedem Intervalle dieselbe obere und untere Grenze
besitzen. Nehmen wir nun die Giiltigkeit unseres Satzes fiir n = k > 1
bereits als erwiesen an. Dann schlieBen wir folgendermaBen auf den
Fall n = k + 1. Ist fiir a <x, <b stets

[ [X Xy Xa oo X1 £] S M,

so folgt aus dem Hilfssatz zunichst die Existenz von ¥ (x) in (a, b).
Daher konnen wir den Satz2. von Kap.l. anwenden und wir erhalten

f[X Xy ... XKk]#] = [1Exgxy....xk]§] <Mfiira < x,<b.
ls;c umgekehrt . .
[{x Xg....xk]f | SM fii_r as<xrS b
so liefert Satz 1. von Kap. I. sofort die Ungleichung
||x()x1....Xk+1]f|;=||§051....E,k]f'|§Mfﬁr a<xy<Xh

Damit ist gezeigt, daB die (k + 1)-ten Differenzenquotienten von f(x)
in (a, b) dann, und nur dann, dem Betrage nach nicht oberhalb M liegen,
wenn ' (x) in (a, b) existiert, und die k-ten Differenzenquotienten von

1) Man beachte FuBnote auf S. 10. _

?) Unter einer Derivierten von h (x) wollen wir bis auf weiteres obere oder untere
Derivierte von h (x) an der Stelle x verstehen. Wir schreiben daftir D h (x) bzw. D h (x)
und als Abklirzung flir beide einfach Dh (x).
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¥ (x) in (a,b) dasselbe tun. Da wir unseren Satz fiir n = k als richtig
voraussetzten, brauchen wir ihn jetzt nur auf die Funktion § (x) anzu-
wenden, woraus dann unser Satz sofort fiir den Fall n=k 41, und
somit allgemein als richtig erhellt.

Wir wollen diesem Satze schlieBlich noch folgende, etwas aligemeinere
Form geben:

S@tz 1. Ist fiir a <x, < b stets A=<[XX....xn} <B, so ist
f(x) in {a, b) n-mal differenzierbar, und es ist in (a, b)

(n—1)
A < Df(x) < B, und umgekehrt.

Kiirzer ausgedriickt: Die n-ten Differenzenquotienten von f (x) haben

in (a, b) die gleiche obere und untere Grenze, wie die Derivierten von
(n—1) .
f (x), wenn diese Grenzen endlich sind.
. . A-+B .
Beweis: Ich setze g (x) = f(x) — ST X Dann folgt leicht

aus dem Determinantenausdruck (3) fiir die Differenzenquotienten von

gxjund f(x) |xo X ....xnlg = |Xo Xy....xn]¢ — A-_——;—Bf Dann istfiir

die Funktion g (x) — B—;A <[XeXp..XnlgS + 1_3_%133 oder {[Xox;..xn] g%
B—A . .
< - Damit haben wir den AnschluB an den oben bewiesenen

Satz erreicht. Alles weitere folgt dann als selbstverstindlich.

Dieser Satz ist offenbar eine Verallgemeinerung des bekannten
Satzes, daB obere und untere Derivierte einer stetigen Funktion in
jedem Intervalle dieselbe obere und untere Grenze wie die ersten
Differenzenquotienten besitzen. Das ist ja auch nur der Spezialfall
n=1 des Satzes 1., fiir den Fall, daB diese Grenzen endlich sind.

§ 2
Dienotwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz

des Grenzwertes lim {Xo X, ....xn]*t.
Xo=2a,....,Xp =2

Es kann vorkommen, daB die n-ten Differenzenquotienten [x, x; .. Xn) f
einer reellen Funktion f(x) einen Grenzwert besitzen, falls die x» alle
beliebig, aber gleichzeitig gegen einen festen Punkt a riicken. Der
Deutlichkeit nhalber will ich das prizise formulieren. Ich schreibe

lim [X X, ....xn]t=L, wenn es zu jedem = >0 ein >0 gibt, so daB

Xo==a,...,Xp=a

[[XoX ....xn}t—L|<¢ ist, sobald nur|x» —a|Sn(»=0,1,....,n)ist.
—_ 14 —

Auf die Frage, wann dieser Grenzwert existiert, antwortet der

Satz 2. Fiir die in der Umgebung') von x=a definierte reelle

Funktion f (x) existiert der Grenzwert lim [X, X, ....xn]+ dann, und nur
Xo==8,....,Xp=2a

dann, wenn f(x) in der Umgebung von x = a (n—1)-mal differenzierbar

: (n—=1) L
ist, und wenn die Derivierten von f(x) an der Stelle x = a stetig sind.
Es existiert dann auch die n-te Ableitung von f(x) an der Stelle

T () L :
x=a, und es ist f(a)=Ilim[xox,....Xn}+%.
Xp==@y....,Xp==2a

Beweis: Der Beweis ist auf Grund des Satzes 1. des vorigen Para-
graphen HuBerst einfach. Ist ndmlich [xo X, ....xn]—> L fiir x,—» a,
X;—>a,....,Xn—> a, so ist der n-te Differenzenquotient von f(x) in
der Umgebung des Punktes x =a beschrinkt. Daher ist f(x) in der
Umgebung von a (n—1)-mal differenzierbar. Nach Satz 1. haben nun
die n-ten Differenzenquotienten von f(x) und ~die Derivierten der

n—1
(n—1)-ten Ableitung f%x) )in einer Umgebunig U des Punktes x=a
die gleiche obere bzw. untere Grenze B (U) bzw. A (U). Dann ist unser
Satz weiter nichts, als zwei verschiedene Formulierungen fiir das Be-
stehen der Limesbeziehungen B (U) — L, A (U) —> L, wenn die Um-
gebung U auf den Punkt x =a zusammenschrumpft. Die Existenz der
n-ten Ableitung von f(x) an der Stelle von x = a .ist eine einfache Folge

(n—1) (n—1)

davon. Denn der erste Differenzenqubtient L)(),:__—:-@—')ist zwischen

(n—1
der oberen und unteren Grenze der Derivierten D f(x) 1)n (a,x ) ent-

(n)
halten. Nebenbei folgt selbstverstidndlich, daB lim [x, x, ... xn]{={ (a) ist.
Xo=4a,...Xp=a

Setzt man die Existenz der n-ten Ableitung von f (x) in der ganzen
Umgebung von x = a voraus, so ist nach Satz 2. die Existenz des Grenz-

(n
wertes lim [xo X;....xn]t gleichbedeutend mit der Stetigkeit von f(xg
Xo=1a,...., Xp=2a

bei x =a. DaB diese Bedingung hinreicht, folgt ja auch schon aus der
auf S. 10 erwdhnten Mittelwertformel von Schwarz.

Mit Hilfe unseres Satzes 2. erhalten wir auch sofort die Antwort
auf die Frage, wann der obige Grenzwert des n-ten Differenzen-
quotienten von f(x) in jedem Punkte eines ganzen Intervalles existiert.

1Y) Unter Umgebung des Punktes x = a kann hier auch eine einseitige Umggbung
dieses Punktes verstanden werden. Dann bleiben alle Aussagen gliltig, wenn sie auf
diese einseitige Umgebung bezogen werden.
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Ist das der Fall, so muB f(x) in diesem Intervalle jedenfalls n-maf

n)
differenzierbar sein. Ausserdem muB sich fEx) iiberall stetig verhalten.
Also gilt der ’

Satz 3. 'Der Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten von
f(x) lim |xa % ....xn]¢ existiert dann, und nur dann, in jedem Punkte

Xo=& ..., Xp = : .
¢ des Intervalles (a, b), wenn f(x) in diesem Intervalle n-mal stetig
differenzierbar ist. Es ist dann fiir alle £ aus {a, b)

. (m
lim [xox,....xn]Jt=1(%).
X“=~§,-.--,Xn=g&
§ 3.
Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die
Existenz von lim (XoXi....xnlt, wo die x» von beiden Seiten
Xe=2a,....,Xp==a

in den Punkt x=a hineinriicken.

Wahrend wir im vorigen Paragraphen uns mit dem Verhalten des

n-ten Differenzenquotienten [xox,....xnJ¢ bei beliebig gegen einen
gemeinsamen Grenzpunkt riickenden x , beschaftigt haben, wollen wir
jetzt das Grenzverhalten von [x, x, ....Xnlt untersuchen, wenn die

X» derart gegen den festen Punkt a streben, daB a niemals auBerhalb
des kleinsten, die x, enthaltenden Intervalles zu liegen kommt').

Diese beiden verschiedenartigen Grenzprozesse unterscheiden sich
&hnlich, wie im Falle n=1. Denn da besagt ja die Existenz von

lim f—(—x-x—,%-——-—f—,(f—) die Existenz von  (a), jedoch die von lim f-gx—xz)*:fgg“)

X =a—0,x"=a+0 X'=a,x'=a

ausserdem noch die Stetigkeit der Derivierten von f(x) an der Stelle x=a.
Wir bemerken nebenbei zunichst, daB die beiden Grenzprozesse

lim X0 x,....xn]t, wobei die x» so nach a riicken, daB a niemals auBer-
X1==8,...,Xp =2

halb des kleinsten sie enthaltenden Intervalles zu liegen kommt, und
der GrenzprozeB lim [ax, .. ... Xn ]t vollkommen dquivalent sind. Offen-
x1=a,....,xnma
bar ist der zweite GrenzprozeB im ersten enthalten. DaB auch der
erste stets zu einem Limes fiihrt, wenn es der zweite tut, folgt leicht
aus der Formel (5) auf S.8. Wenn nimlich a nicht auBerhalb des von
den x, eingeschlossenen Intervalles liegt und nicht schon selbst unter
den »» vorkommt, so kdnnen wir annehmen, daB etwa x, < a < x, ist.

') Das Studium dieses Grenzprozesses ist auch interessanter als das des im
vorigen Paragraphen behandelten.
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Dann ist aber nach Formel (5) auf S.8

[XoX;Xg....Xn]f—'——-(')i'_a)'[a& x,....Xn]xf+‘(:—xo)~[a_rxux;.....anf,
1= Ao .

d.h. [XoX X2....xn]t ist Mittelwert zwischen zwei n-ten Differenzen-

quotienten der Form [axi‘x’....xnl. Es kommt also auf dasselbe

hinaus, ob wir den GrenzprozeB lim |x, x, ....Xnlt, wo die x, in
' Xo=3,....,Xp==a

der eben erkidrten Weise nach a streben, oder den GrenzprozeB
lim[ax....xn]t studieren. .
X ==2,...,Xp=a : '

Um nun die Frage, wann dieser GrenzprozeB zu einem Limes fiihrt, -
behandeln zu kénnen, beweisen wir zuvor den

Hilfssatz a). ¢ (x) sei an der Stelle x =a stetig. 2 sei eine feste
positive Zahl. Weiter sei

bx)=De(x)+2 .i’ﬁ‘.)::ﬁ‘_é‘], Dx)=D ¢ (x) + gﬂ:}i@_
X—a . e X—a

Streben hier die beiden Ausdriicke fiir x —» a einem Limes zu, und
zwar beide dem gleichen, so konvergieren auch die einzelnen Sum-
manden rechts, wenn x nach a strebt.  Genauer ausgedriickt: Aus

O(x)—> L, P (x)—>L fiir x—> a folgt:
imD ¢ (x) =limD ¢ (x) = ¢* (a) = !
X=a X=a " A

Beweis: Wir kénnen unbeschadet der Aligemeinheit annehmen, daB
a=g¢(a)=0 und L =0 ist. Dann ist

T0=Dp®+128 0 =Dp+12®

Wir setzen ¢ (x) = ‘i)((—"—). Wir haben zu zeigen, daB lim ¢ (x) = 0= ¢ (0)
. X ==

ist. Um das nachzuweisen, gehen wir folgendermaBen vor. Zunichst
ist in der Umgebung von x = 0 #(x), und damit auch ¢ (x) stetig, da
die Derivierten von ¢ (x) in geniigender Ndhe von x =0 endlich sind.
Ubrigens geniigt es vollstindig, wenn wir unseren Hilfssatz fiir eine
einseitige Umgebung von x = 0, etwa fiir x > 0 beweisen. Denn gilt
er fiir die rechte und linke Umgebung, so ist er offensichtlich auch fiir
die volle Umgebung richtig. )

Wegen ¢ (x) = x - ¢ (x) ist ‘
" D¢(X)=¢'(X)+x5¢'(X),9¢(X)=s"(X)+XQ¢'(X)
fiir x > 0. e sei eine beliebige, aber im folgenden festgehaltene positive

') Die Stetigkeit von ¢ (x) bei x = a ist unentbehrlich, wie das Beispiel der Funktion

§ =X "‘:", fir x>0, ¢ (0) =0 zeigt. Fiir A <0 ist der Satz falsch. Gegenbeispiel :
gy=Xx"% .

— 17 — 2



Zahl. Dann konnen wir ein 5 > 0 finden, sodaB fiir 0 < x < 7 stets
[ @ )| =(1+4),|@ ()| <e(1+2) wird. Dann sind ¢ (x) und ¢ (x)
in (0,7) stetig. Wir zerlegen nun das Intervall (0,5) in zwei Punkt-
mengen E; und E,. E, soll erstens alle Punkte x enthalten, fiir die
D¢ (x)S0sD¢(x) ist, d. h. wegen der Gleichungen (), alle x, fiir die
‘De(x) <4 (x)<De¢(x) ist. Fiir diese Punkte x ist dann_ auch
LW=Dp M)+ 24N+ Y X)SD e () +24()=0(x). Wegen
| @) | Se(142), |2 () |Se(l + 4) ist daher |4 (x)|<e. Zu E, sollen
schliesslich noch die in (0,7) gelegenen Haufungspunkte der eben defi-
nierten Punktmenge gehdren. Wegen der Stetigkeit von ¢ (x) ist dann
auf der ganzen Menge E, | ¢ (x) [ <s. Es bleibt noch das Verhalten von
@ (x) auf E; zu untersuchen. E, ist relativ zu (0,7) abgeschlossen, E,
demnach offen in Bezug auf.(0,5). Also baut sich E. aus einer Menge
punktfremder, offener Intervalle auf. Ich behaupte, ¥ (x) verlduit in
jedem dieser Intervalle monoton. Das folgt leicht daraus, daB ein
solches Intervall keinen Punkt von E,, keinen Punkt x also, fiir den
D4 (x)-20<D ¢ (x) wire, enthdlt. Man bedenke, daB ¢ stetig ist und
in einem dieser Intervalle keinen Wert mehr als einmal annehmen kann:
denn wire etwa 4 (a) =4%(5), so hitte an einer Stelle & zwischen
a und B ¥ (x) ein Extremum, wo offenbar D& (§)<SO0<D ¢ (§) wire.
Um nun endlich zum Ziele zu gelangen, miissen wir zwei Fille
unterscheiden.

a) x =0 ist Hdufungspunkt von E; .7 <7 sei der groBte Haufungs-
wert .der Menge E,. Auf E, ist, wie wir oben gezeigt haben, | $ (x)|{<-e.
Die Randpunkte jedes Intervalles von E. gehéren zu E,. Da aber ¢ (x)
in einem solchen Intervall monoton verliuft, ist auch da}rin |d(x)] <e.
Also ist iiberhaupt Ib (x)|<ein (0,5). Damit ist gezeigt: 'Jm(rxl-—_: 06
und daher auch lim D¢ = lim D¢ =0.

X=0 X=0""

b) x =0 ist kein Haufungspunkt von E,. Dann konnen wir uns 7
so klein gewihlt denken, daB in (0,5) kein Punkt von E, liegt. Dann
verlduft  in (0,5) monoton. Wire nun nicht ¢ —> 0 fiir x—> 0, S0
konnen wir annehmen, daB dauernd 4 (x)>y > 0 in geniigender Nihe

von x = 0 widre. Nun ist aber fiir ein passendes x'<<x Do (x)

> ﬂ(})—i—: AU Y (x) > . Dann wire aber ® (x)>(1 + 4) - ) fiir

unendlich viele x’ in jeder Umgebung von x =0, was aber der Annahme

iiber @ widerspricht. Es ist daher ¢ (x) = @ —> ¢' (0) = 0 fiir x—> 0,

und damit lim D p=1imD ¢ =0. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.
Xx=0 x=0

1) An dieser Stelle wird die Voraussetzung i > 0 ausgentitzt.

Dieser Hilfssatz erméglicht uns den Beweis fiir. den

Satz. Fiir die reelle Funktion f(x) existiert der Grenzwert

limfax x:.... Xn]f dann, und nur dann, wenn f(x) in der Umgebung
X;=a,X;=a, .., Xp=a

von x=a (n—2)-mal differenzierbar ist und wenn die beiden Deri-

N ’ n—2)
vierten von fzx) an der Stelle x=a eine Ableitung, und zwar beide
dieselbe, besitzen. .

Beweis: Ich setze fﬂz—:;ﬂ =g (x). Dann ist nach der Formel 4
auf S.8 fiilr k =n — 1

[axi x2....xn]t=n{x, X:....Xnlg.

Dadurch sind wir offenbar auf die Frage zuriickgefiihrt, zu unter-
suchen,. wann der Grenzwert des (n — 1)-ten Differenzenquotienten
von g (x) fiir beliebig nach a riickende x» existiert. Diese Frage aber
hatten wir schon im vorigen Paragraphen erledigt, und wir kénnen mit
Hilfe von Satz 2. bereits eine notwendige und hinreichende Bedingung)

fiir die Existenz des Grenzwertes lim [ax.... xn]f angeben:
X1=a,..,Xp=a

Es ist dann, und nur dann |a x, .+..Xn]lt—>» L fiir x, —> a, wenn die
Funktion g (x) = f—(%:%( g(a)=1(a)) in der Umgebung von x = a
) . C . (n—2) (h—2) (n—1)
(n—2)-mal differenzierbar ist, und wenn lim D g(x)=lim Dg(x) = g(a)

X=a X=a"

= :—‘, ist.

Diese Bedingung ist jedoch ganz uninteressant, da man aus ihr
ohne weiteres noch keine Differenzierbarkeitseigenschaften von f (x)
ablesen kann. Wir miissen deshalb diese Bedingung fiir g (x) noch in
eine Bedingung fiir f (x) umformen. Das geschieht folgendermaBen.

1) Es ist woh! zu beachten, daB g (x) flir x==a nicht definiert ist, und daB daher
im Grenzproze8 lim [x; x, ... Xplg die x» zundchst den Punkt a zu meiden haben
was beim Satz 2. nicht vorausgesetzt ist. Wir kénnen jedoch diesen Ubelstand
beseitigen, wenn wir zeigen, daB sich g (x) an der Stelie x=a stetig ergéinzen 1d8t. Es

n
ist nun [x, Xy .... xn} g= Zg(x”)/nt (xpp TX)=(X—x) .... (x—xp). Setzen wir
[
hier der Deutlichkeit halber X=X, Xa=X", 7 (X) = (X — x*) (x—x") =, (x), so kénnen
g(x)  g()
wir schreiben 7, (x*) 7, (x') et o X g (xv) -
T xmw S N Xnlg =
Offenbar ist die rechte Seite beschréinkt, wenn wir die Punkte Xy . ...y Xp in gehoriger

Entfernung von a festhalten und die Punkte x* und x“ in geniigender N&he von x =a

variieren lassen. Daher existiert lim ng (: y und damit auch lim g (x). In den obigen
x=a % =

X=a
‘Ausfiihrungen diirfen wir daher g (x) auch an der Stelle x— a als stetig erkldirt an-

nehmen. Es ist dann lim g (x) == lim e —t@ t (a).
X=a x=a X—a
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Zuniichst kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit L = 0

setzen, da wir sonst fiir die Funktion f, (x) =f(x) — ai X auf diesen -

Fall zuriickkdmen.
~(n—2) (n—1) (n—2) (n—1) )
a) EsseiDg(x)-» g(a) =0, Dg(x)—>g(a)=0 fir x —>a erfiillt.
Wegen f(x) =f(a)+ (x—a) g(x) ist f(x) an der Stelle x=a (n—1)-
mal differenzierbar. Man erhilt dann durch wiederholte Differenziation
und schlieBlich durch Deriviertenbildung die Gleichungen

— (n—2)  (n—1) _ (n—=2) (n—2)
DI)—f@) 5 g(r(:x)2)+ (n—1) £(x)—g(a) fiir x> a,
X—a x—a
(=2 (n—1) . (n—2) (n—2)
Dﬂ;‘_):_éf_(_) =D g(?x)zzf— (n—1) -gﬁ%z—f(i) fiir x < a.

Der Voraussetzung nach streben hier die rechten Seiten nach Null fiir

(n—2)
X—> a; d. h.: die obere Derivierte von f(x) ist an der Stelle x=a
differenzierbar (ihre Ableitung verschwindet auBerdem). Dasselbe beweist

(n—2) . -
man analog fiir die untere Derivierte von i(x). Damit haben wir
aber die in unserem Satze ausgesprochene Bedingung als notwendig
erkannt. '

b) Die Bedingung ist schlieBlich noch als hinreichend nachzuweisen.

n—2
Wir setzen also voraus, daB f((x) )in der Umgebung von x=a
existiert, und daB die Derivierten dieser Funktion an der Stelle x =a
eine verschwindende Ableitung besitzen. Zunichst ergibt sich daraus
die Stetigkeit dieser Derivierten im Punkte x=a, somit die Existenz

(n—1)
der (n—1)-ten Ableitung von f(x) daselbst, f(a).” Weiter schlieBen
wir, daB g (x) in der Umgebung von x =a (exkl. x = a) (n — 2)-mal
differenzierbar ist, ,
f(x)=x—a)g x)+1(a) (Im Falle n =2 kommt nur
fF(x)=(x—a)g (x)+gKx) die erste dieser Gleichungen
fFx)=x—a)g"x)+2g (x) in Betracht.)
L

'('n'—'z') .......... (.n . 2.) ........ -
f(x) = (x—a)g(x)+ (n —2) g (x).
Zunidchst folgt wegen g(a)=1f (a) die Stetigkeit von g(x) im Punkte
x=a. Nach der zweiten dieser Gleichungen (G) ist dann
() —f(@)__ g (x)+ g —g@ g @ Hier kénnen wir vom Hilfssatz a)
X—a X —
S. 17 Gebrauch machen und schlieBen, daB die erste Ableitung von g (x)

im Punkte x = a, g'(a) = —;—f” (a) existiert, und daB g‘(x) an der Stelle
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X=a stetig ist. Dann ist nach der dritten der Gleichungen (Q)
() —1"(a) _ g (x)+2 g‘(‘);)‘__:g*(a‘)

X—a » woraus nach Hilfssatz a) die

Existenz von g" (a) =%f’“ (@) und die Stetigkeit von g'(x) bei x =a

folgt. In dieser Weise kénnen wir jetzt fortfahren und endlich schliefien,
02 {) =2 L

daB g(a) n—7 existiert, und daB g(x) bei x =a stetig ist. Fiir x> a

= n__
ergibt sich nun leicht aus der letzten der Gleichungen (G)

— (=2) (n—1) (n—2) (n-2)
Di—1(@ _ 5 <2 g(x)—g(a)
x—a  —=Pg®+(m—0 T
D f(?—)2) ffr,l—)l) ) (972) ((n;Z)
S —t(@ (-2 g(x)—gla
T =Dgx)+(n—1) BT

Nach Voraussetzung streben hier die linkén Seiten fiir x — a nach

. (n—1) —. (n—2
Null. Nach Hilissatz a) muB daher g(a) = 0 existieren und lim Dg?x,’))
X=a

. (n—2) .
=lim D g(x)=0 sein. Dasselbe folgt ganz #hnlich fir x < a. Damit
X==2a .
ist aber die Bedingung unseres Satzes auch als hinreichend erwiesen.

Wenn wir aus der Theorie der reellen Funktionen den bekannten
Satz') beniitzen, daB in einem Stetigkeitsintervall einer reellen Funktion
deren Hauptderivierte?) die gleiche obere und untere Grenze besitzen,?3)
1dBt sich zunichst der Hilfssatz a), und dann auch der eben bewiesene
Satz etwas feiner formulieren.

Hilfssatz a'). Verfeinerung von Hilfssatz a.). ¢ (x) sei stetig in der
Umgebung von x==2a. 2 sei eine positive Konstante. Dann folgt aus

—+ —
De(x)+2% (xz( -:g—(—a—l—)-- = 0 (x) —> L fiirx —» a,

daB alle Derivierten von ¢ bei x=a stetig sind, und daB ¢’ (a) = i _L{:/.
existiert. ~

1) C. Carath éodory. Vorlesungen fiber reelle Funktionen. Leipzig 1918, S. 534.

%) Wir bezeichnen die Hauptderivierten einer Funktion mit den vorgesetzten
Zeichen DF, D—, D+, D= in leicht verstindlicher Schreibweise.

" Daraus folgt: Ist eine Hauptderivierte einer stetigen Funktion an einer Stelle

stetig, so sind es dort alie Derivierte, und es existiert daselbst auch die Ableitung der
Funktion.
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_ Beweis: Wir konnen uns wieder auf den Fall x > a beschriinken.
?(x) bzw. @ (x) sollen die obere bzw. untere Limesfunktion von @ (x)
bezeichnen. Dann ist offenbar nach dem eben erwihnten Satze von den
Hauptderivierten einer stetigen Funktion @ (x)>D ¢ (x) + 12—(’2%:(—&—)
=De(x + A %}E)E;Q(x). Da mit @ (x)—L fiir x— a auch
@ (x)— L, @ (x)—- L fiir x— a ist, haben wir damit den AnschiuB an
den Hilfssatz a.) erreicht.

Dieser Hilfssatz ermoglicht nun die endgiiltige Formulierung fiir
unseren Satz auf S. 19:

Satz 4. Der Grenzwert lim[ax, xs....xn]i existiert fiir die reelle
X1=4a,...,Xp=2a

Funktion f (x) dann, und nur dann, wenn §(x) in der Umgebung von

x = a(n—2)-mal stetig differenzierbar ist, und die obere rechte Deri-.

R — (n—2) {n—2) . . .
vierte D7 f(x) von f(x) an der Stelle x = a eine (erste) Ableitung besitzt.

Beweis: Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar. DaB sie hin-
reicht, kdnnen wir genau wie unter b) im Beweise des Satzes auf S. 19
erschlieBen. Zundchst folgt aus der Differenzierbarkeit der oberen

—y =2
rechten Derivierten DT f(x) die Stetigkeit derselben bei x = a, was die

(h—1)
Existenz von f(a) zur Folge hat. Genau wie unter b) schlieBen wir
. schrittweise, daB g(x) in der Umgebung von x=a (n—2)-mal diffe-
renzierbar ist. Aus der letzten Gleichung (G) ergibt sich noch die
(n_z\ - . . . 'y
Stetigkeit von g(x) fiir xS a. Die Stetigkeit fiir x=a war schon er-

wiesen worden. Es ist dann fiir x >a
. n—2) (n—1) (n—2) (n—2)
Dri(—f(a) i+ (P2 g(x)—g ()
T x—a =D g0+ (n—1)FT—-

woraus, da die linke Seite nach Null strebt, fiir x--> a die Existenz

(n—1 (n—2)
von g(a) == 0 und die Stetigkeit der oberen rechten Derivierten von g (x),

somit die aller Derivierten an der Stelle x =a folgt. Dasselbe ergibt
sich natiirlich fiir x << a. Damit sind wir aber am Ziele.

Wir leiten aus Satz 4. noch ein paar interessante unmittelbare Folge-
rungen ab. Setzt man voraus, daB f (x) an der Stelle x = a eine n-te Ab-
leitung besitzt, so sind offenbar alle Bedingungen fiir die Existenz von

lim{ax ....xn]f erfiillt und wir erhalten den Satz von Stieltjes")
X{=a,...,Xp=a

1) Siehe FuBnoté auf S. 5.
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Satz 5. Besitzt f(x) an der Stelle x=a eine n-te Ableitung

(ny . . (
f(a), so konvergiert der n-te Differenzenquotient [Xo Xy X3 .. xn]i nach f(na)),
wenn alle x» so nach a streben, daB a immer Mittelwert zwischen
den x» bleibt.

Existiert der Grenzwert fiir simtliche £ des Intervalles as<i=zhb so

folgt zundchst aus Satz 4. die (n — 1)-malige Differenzierbarkeit von f (x)
in diesem Intervalle. Daraus ergibt sich aber die Existenz von

(n—1) (n—1)
fx)—f@E M
§

lim 2 Y
S e =10
fiir alle % aus (a, b). Also gilt der
Satz 6. Dafiir, daB ‘der Grenzwert lim|a X, X:....Xn]f in einem

‘ X1=2a,...,Xp=a
ganzen lqtervalle as<t<b existiert, ist notwendig und hinreichend,
daB f(x) in diesem Intervalle n-mal differenzierbar ist.

HI. Kapitel.

Funktionen mit durchweg nichtnegativen n-ten Differenzenquotienten
und einige mit diesen verwandte Funktionen.

§ 1.

Funktionen, der‘en n-te Differenzenquotienten bestidndig
nichtnegativ sind.

Wir beschiftigen uns in diesem Paragraphen mit Funktionen f (x),
deren n-te Differenzenquotienten in . einem ganzen offenen Intervaile
(a, b) niemals negativ sind, fiir die also

{XoX;i....xnlt >0
ist, wenn a < x, < b,

Im Falle n=1 sind das offenbar die monoton wachsenden, im
Falle n = 2 die (nach unten) konvexen Funktionen.

Nach Formel (2) auf S. 7 folgt

1 _ f(x) o f(x))
n![xx""x"]f (X—X)...(Xx—~xn) (x—x.)(xl—xs)...(x,-—xn)
f(xn)
(x—xn) (xn—x)...(Xn—xn-1)
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Setzen wir (x —x)) (X —X2)...(x—xn)=s(x), so erhalten wir daraus

(jx—_)g,‘) (X—Xy)....(X—Xn) [X X1 Xe Xnlt
| n! P X2eens .
- fix) )
= f(x) —s(x)- {(;“::7[575‘: (x,_)+""+(x——Xn) s’ (Xn)}'

Hier ist die rechte Seite offenbar = f (x) — P (x), wo P (x) das Polynom
von nicht hdherem als (n —1)-ten Grade ist, das an den Stellen x» mit
der Funktion f (x) iibereinstimmt (Lagrange’sche lnterpolationsformel.).
Dann liest man aus der obigen Gleichung ohne weiteres das mehr
geometrische Charakteristikum fiir die Funktionen f (x), deren n-te
Differenzenquotienten in (a, b) nirgends negativ sind, ab:

Es seien X, Xs,...., Xn beliebige, der GroBe nach geordnete Zahlen
aus (a,b). P(x) sei das Polynom vom Grade << n, das an den Stellen
xy mit f(x) iibereinstimmt. Dann verlduft die Kurve y =f (x) zwischen
x; und x. nirgends oberhalb der Kurve y = P (x).

Im Falle n=2 erhdlt man so von neuem die (nach unten) kon-
vexen Funktionen. :

Fiir die Funktionen mit nichtnegativen Differenzenquotienten be-
weisen wir den

Satz 1. Die reelle Funktion f(x) besitzt im Intervalle (a, b) dann,

und nur dann durchweg nichtnegative n-te Differenzenquotienten (n = 2),
. v n—2
wenn f(x) in (a, b) (n—2)-mal differenzierbar ist und f(x) eine in

(a, b) {nach unten) konvexe Funktion darstelit.
Beweis: Wenn die (n + 1)-ten Differenzenquotienten von' f(x) im

Intervalle (a, b) der Ungleichung [Xy X;....Xn+1}t=0 genﬁgep, SO i§t
f(x) in (a, b) zunidchst differenzierbar. Denn widhlen wir irgendein
positives ¢)‘<E:2_—3, n+1 von einander verschiedene Zahlen a, in
(a,a+4d),»=1,...,n+1, ebenso n-41 von einander verschiedene
Zahlen by in (b—4, b), v=1, 2,....,n+ 1, so kOnnen wir, wenn
X1, X2y .. .. Xn 41 beliebig aus {(a+ 4, b—¢) entnommen sind, aus der
Formel (6) auf S. S schlieBen
4+ D{xx....xne1lt—(aa....an+1]t§
=X —a)-[aXiXe....Xn+1]t+....

oo (xnpr—an41)[aar...an4+1x04+131 20,
d.h oalso [x; X;....xn+1]t=|a;a:....an+1}t Ganz analog ergibt sich
X, Xe.o..Xn+1}f (b b:....bn+1]t. Das bedeutet, daB im Intervalle
{a+ &, b—4) die n-ten Differenzenquotienten von f (x) beschridnkt sind.
Daraus folgt nach dem Hilfssatze auf S. 12 die Differenzierbarkeit von
f(x) in (a4 4 b—4) und, da J beliebig war, auch in (a, b).
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Nun ‘beweisen wir unseren Satz durch vollstindige Induktion. Der
Fall n =2 ist trivial, denn da erhalten wir nur eine Tautologie. An-
genommen der Satz sei richtig fiir ein n>2. Wir wollen beweisen,
daB dann der Satz auch fiir (n+ I)-ten Differenzenquotienten giiltig
ist. Sind die (n <+ 1)-ten Differenzenquotienten von f (x) in (a, b) nicht-
negativ, ist also [XeXx;....xn+41]¢>0 fiir a<x, <b, so folgt nach
Satz 2. aus Kapitel . fiir die n-ten Differenzenquotienten von f'(x),
dessen Existenz wir eben nachwiesen, [xoX; ... xnlt'=[EXoX;...Xn] 20
fiir a<xy <b. Ist umgekehrt nun die letztere Ungleichung fiir die
Funktion f (x) erfiillt, so folgt aus Satz 1. aus Kapitel I. [x, Xy . Xn 1]
=[5&..8n] >0 fiir a<x» <b; d. h. wenn f(x) in (a, b) nichtnegative
(n + 1)-te Differenzenquotienten besitzt, so besitzt ' (x) in (a, b) durch-
weg nichtnegative n-te Differenzenquotienten, und umgekehrt. Wenn
wir nun hier fiir ¥'(x) den im Falle n als richtig vorausgesetzten Satz

anwenden, so folgt, daB die (n—2)-te Ableitung von f(x), also
n—1) .

f (x) in (a,b) existiert und (nach unten) konvex ist. Damit ist unser
Satz fiir den Fall n+ 1, also aligemein bewiesen.

Aus dem Satz 1. geht hervor, daB man durch (n — 2)-malige Inte-
gration aller in (a, b) konvexen Funktionen genau die Menge der
Funktionen erhilt, die im Intervalle (a, b) durchweg nichtnegative n-te
Differenzenquotienten besitzen. ‘

Dadurch kénnen wir mit einem Schlage alle Eigenschaften unserer
Funktionen aus. denen der konvexen ableiten. Bekanntlich ist eine
(nach unten) konvexe Funktion ¢ (x) dadurch charakterisiert, daB iiberalt
die linke und rechte Ableitung ¢’ (x—0) und ¢'(x + 0) existieren und
daB ¢'(x —0) S ¢' (x4 0), ¢'(x' £+ 0) S ¢’ (x" £ 0) fiir x' << x" ist. Also
sind die Funktionen f (x) mit bestidndig nichtnegativen Differenzen-
quotienten diejenigen, die (n —2)-mal differenzierbar sind, und deren
(n—2)-te Ableitung’ iiberall einen linken und rechten Differential-

. n—1n i (n—1 (n—1) n—1n
quotienten f(x & 0) besitzt, wobei immer f(x —0)<<f (x4 0), f(x’ + 0)
(n—1) .
<f(x* 4 0) fiir x' < x" ist.-

Uberdies ist es interessant, daB.man den beriihmten Lebesgue’schen
Satz von der Differenzierbarkeit monotoner Funktionen auch fiir die
Funktionen mit bestéindig nichtnegativen n-ten Differenzenquotienten
in ganz analoger Form aufstellen kann. Beim Beweise dieses Satzes
brauchen wir iibrigens keine besonderen MaBbetrachtungen zu Hilfe zu
nehmen. Der Satz 148t sich direkt mit Hilfe unserer bisher gewonnenen
Resultate aus dem Lebesgue’schen Theorem selbst herleiten.

Es gilt der

Satz. Sind die n-ten Differenzenquotienten von f (x) im Intervalle
(a, b) durchweg nichtnegativ, so existiert im Intervalle a < & < b, ab-
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gesehen von einer Ausnahmemenge vom Lebesgue’schen MaBe Null, der
Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten lim [% x, Xe....Xnlt
‘ xi=§ =& ..., Xg=¢

Beweis: Nach Satz 1. dieses Kapitels und Satz 4. aus Kapitel II.1)
geniigt es, den Beweis fiir den Fall n=2 zu erbringen. Es ist dann
also zu beweisen, daB fiir eine in (a, b) (nach unten) konvexe Funktion
f (x) fast #iberall, d. h. abgesehen von einer Nullmenge, daselbst der
Grenzwert des 2. Differenzenquotienten lim tIEx’x";]f existiert. Nach

: X'=§ x'=

Satz 4. aus Kapitel II. haben wir dann nur zu zeigen, daB die obere
rechte Derivierte D™ f(x) von f (x), d. h. (x + 0), fast iiberall in (a, b)
differenzierbar ist. Das ist aber wegen der Monoton&itit der Funktion
f'(x 4+ 0) klar. Denn nach Lebesgue ist eine im Definitionsintervalle
monotone Funktion daselbst fast iiberall differenzierbar,

. . s
Funktionen, die sich als Differenz zweier Funktionen

mit bestdndig nichtnegativen n-ten Differenzenquotienten
: darstellen lassen.

Zum SchiuB beschdftigen wir uns noch mit gewissen reellen
Funktionen, die gegeniiber den Funktionen mit bestindig nichtnegativen
n-ten Differenzenquotienten eine analoge Stellung einnehmen, wie die
Funktionen von beschrinkter Variation gegeniiber den monoton
wachsenden, und die fiir das Studium der sog. linearen Funktional-
ungleichungen eine gewisse Bedeutung haben.

f(x) sei eine in (a,b) definierte reelle Funktion. Wir teilen das
Intervall (a,b) durch Zwischenpunkte a = xy < X; << Xy << .. .. < xy=Db
in N > n Teilintervalle und bilden mit Hilfe der (n — 1)-ten Differenzen-
quotienten von f folgende Summe: _
S)ellxaxr o Xn—11 1= X .. xnd6] + [[Xi Xe..xn]e—[XeXs.. Xn4 1] 1]

Fo XN XN XN = XN g x N E
Diese Summen haben fiir alle moglichen Einteilungen des Intervalles
{a,b) in N> n Teilintervalle eine obere Grenze, die wir die n—te

b
Totalvariation von f(x) in (a,b) nennen und mit (™ V{ bezeichnen
a
wollen.

1) Offenbar 148t sich der Satz 4. aus Kap. ll. etwas weniger direkt so formulieren:

Der Grenzwert des n-ten Differenzenquotienten von f(x) lim I£x; Xs. ... xn] 5. existiert
: X1=¢&, ... y Xp =

dann, und nur dann, wenn f (x) in der Umgebung des Punktes x=¢ (n—2)-mal

differenzierbar ist und der Grenzwert des 2. Ditferenzenquotienten von f N —2) (x)

lim [& x; X0} § (n--2) existiert.

Xy=& Xy =¢

— 26 —

Was wir in diesem Paragraphen studieren wollen, das sind die
Funktionen von beschridnkter n-ter . Totalvariation. Der Fall n=1
umfaBt die Funktionen von beschrinkter Variation, im Falle n=2
spricht man auch von Funktionen von beschridnkter Drehung.))

. b b b
Man bestitigt leicht, daB ™V (f+g) < V() 4+ m V(g ist.
a a a

Daraus'folgt: Sind f(x) und g(x) in" {(a, b) von beschrinkter n-ter
Totalvariation, so ist es auch f(x) 4+ g(x). Eine Funktion, deren n-te
Differenzenquotienten in (a, b) bestindig nichtnegativ sind und die an
jedem der Randpunkte a und b eine endliche (n — 1)-te Ableitung besitzt,
ist z. B. in (a, b) von beschrinkter n-ter Totalvariation; denn man
sieht leicht, daB fiir eine solche Funktion f(x) die Absolutzeichen in
der Summe(S) weggelassen werden knnen, und daB diese Summe daher
n—1 (n-—1i
nicht gréBer-als [x y_ ;4 ... x\] —*[Xo...Xn]f§f(b—)0)——f(a+0)
ist. Daher ist auch die Differenz zweier Funktionen mit in (a, b)
nichtnegativen n-ten Differenzenquotienten und endlichen (n—1)-ten
Ableitungen an den Stellen a und b in ¢a, b) von beschrinkter n-ter
Totalvariation.

Wir wollen beweisen, daB man diese Behauptung auch umkehren
kann, Im Falle n=1 ist dies ja altbekannt, den Fall n=2 hat
Winternitz') behandelt.

Um den Beweis moglichst einfach fiilhren zu Kénnen, beweisen wir
zunidchst den ‘

Hilfssatz a). Sind die (n—1)-ten Difierenzenquotienten (n>>2)
von f(x) in der Umgebung von x=xu beschrénkt, so ist die obere

-2
rechte Derivierte 15+f((r'lx0') )der immer in dieser Umgebung vorhandenen
(sogar stetigen) (n — 2)-ten Ableitung von f(x) im Punkte x, Grenzwert
von (n—1)-ten Differenzenquotienten |& % ...%n—1]f, wobei die
GroBen 5§, &, &, ..., Sn—1 je in geeigneter Weise unbegrenzt nach
Xo riicken.

Beweis: DaB aus der Beschrinktheit der (n— 1)-ten Diiferenzen-
quotienten von f(x) in der Umgebung von. x =x, die (n—2)-malige
stetige Differenzierbarkeit von f(x) folgt, war.ja schon in Satz 1, Kap. |,
enthalten. Alles Weitere erschlieBen wir durch vollstindige Induktion.
Der Fall n=2 ist trivial nach der Definition der Derivierten. Ist der
Satz schon fiir ein n>-2 als richtig erkannt, so kénnen wir den Fall

: . oy (n—1)
n+1 folgendermaBen erledigen. Die obere rechte Derivierte D f (xo),

1) A. Winternitz. Lineare Funktionalungleichungen und konvexe Funktionale.
Lpz. Ber,, Bd. 69. S. 249,
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d. h. die obere rechte Derivierte der (n —2)-ten Ableitung von f*(x)

1aBt sich, was wir ja eben als richtig angenommen haben, sicher be-
liebig genau durch (n—1)-te Differenzenquotienten von  (x) approxi-
mieren. Es gibt also zu jedem ¢ >0 und ¢ > 0 n Zahlen &, §,o wBn—1,

. _ — (0=1) .
aus (xo— 8, % + &), sodaB l[Eo S0 En—1] v —D i (x0) |§s ist. Nach
dem Mittelwertsatz 2. aus Kap. . gibt es nun eine Zwischenstelle & n

zwischen groBtem und kleinstem der £, sodaB [Go& ....5n—1]¢
=[&%&....6n—18n]f ist. Dann ist aber auch | [0k ....5n—15n])¢
) ., {n—1)

— D+f(x0) =+, woraus der Hilfssatz fiir den Fall n-ter Differenzen- '

quotienten, also allgemein als richtig erhellt,

Aus der Lehre von den Derivierten reeller Funktionen beniitzen
wir noch den

Hilfssatz b)) Ist f(x) in (a,b) stetig und ist eine der Haupt-

derivierten von f(x), z. B. DT (x) in diesem Intervaile (nach Riemann)
integrierbar, so ist es jede andere Hauptderivierte, und man hat

b b b b
§5+f(x»dx=gﬁ—f(x)dx= SQ"'f(’x)dx:SQ_f(x)dx = f(b) —f (a).
a a : a

a

Jetzt sind wir geniigend vorbereitet, um den Beweis des oben
angekiindigten Satzes zu fiihren. -

Satz 2. Eine reelle Funktion f(x), die in (a, b) von beschrinkter
n-ter Totalvariation (n>2) ist, 148t sich daselbst als Differenz zweier
Funktionen mit in (a, b) bestindig nichtnegativen n-ten Differenzen-
quotienten und .endlichen (n — 1)-ten Ableitungen am Rande des Inter-
valles darstellen.

Beweis: Wir vergroBern die Summe (S) offenbar niemals, wenn
wir die Summanden zu einzelnen Gruppen zusammenfassen und fiir
jede Gruppe die Summe der absoluten Betrige durch den absoluten
Betrag der Summe ersetzen. Danach ist also

(S [ % ... xn=1f —[Xn.... xan—1]t] +
I[Xn....Xgn—l]f—[Xgn....xan——]]f'-’-....—}-
: b
PIXk—tin..ooxkn—11t— [Xkn.... X (k+1) n—1) | S MV () = M,
' a
Aa=Xe <Xy <.... <Xn—1 <Xn <.... <X(k+1)n—t=Db.

Daraus folgt zunichst,
flzo....zn—1]t —[Yo....yn—1]¢| <M,
firasz<...<zn-1<y<....<yn—15b,

') Lebesgue. Legons sur I'intégration. Paris. 1904. S. 81.
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was ersichtlich die Beschrinktheit der (n — 1)-ten Differenienquotienten
in (a, b) nach sich zieht. Daher kénnen wir jetzt von dem Hilfssatz a)
Gebrauch machen und in der Summe (S’) die Grossen Xo, Xy ,....,Xn—1

., (n—2)
je derart nach a,=a laufen lassen, daB [x,x, .. o Xn—1]t—> D' f(a)
erfilllt ist, dann die Gr6Ben Xxn, Xn+1,...., Xan—1 so nach a, > ao

—, (n—2)
laufen lassen, daB [xnXxn+1....X:n -1)1— DT f(a,) erfiillt ist, und
so fort. Zuletzt lassen wir Xkn,....,X(k+1)n—1t SO nach ak = b

— (=2
wandern, daB étwa [xkn....X(k+1)n—1)i—> D™ { (b) herauskommt.

. e, n—2) - (n=2) :
Dann folgt sofort, wenn wir DV §(x) = v (x), ((D“f(b) =v (b)), setzen,

[v(a) —v@)|+|v(@)—v(@)|+....+v(@ak—1) —v(ak) | < M;

d. h. wegen der Willkiirlichkeit der Stellen a,, daB die obere rechte

=, (N~2) (n—2)
Derivierte D" § (x) = v(x) der in (a, b) stetigen Funktion f(x) da-
selbst von beschrdnkter Variation ist. Wegen der Integrierbarkeit

’ . (n—2) X

einer solchen Funktion ist dann nach Hilfssatz b) f(x) = c.+ v (x)dx.
. i a

Da v (x) in (a, b) von beschrinkter Variation ist, kdnnen wir v (x) = v, (x)

— vz (x) setzen, wo v, und v» in (a, b) monoton wachsen. Also ist

(n—2) X X
fX)=c+fvi(x)dx—fva(x)dx.

Die unterstrichenen Glieder sind offenbar zwei (nach unten) konvexe
Funktionen ¢, (x) und ¢, (x) in (a, b) mit endlichen Ableitungen
p1(a+0)=v,(a+0), ¢ (b—0)=v, (b—0), entspr. fiir ¢, und v, am
Rande des Intervalles. Durch wiederholte Integration der Gleichung
{(n—1 ’

f(X) = ¢ (X) — ¢z (x) erhalten wir schlieBlich f(x)=f, (x) —f2 (x), wo

{n—2) (n—2) :

(X)) =@ (X), fs(x) = ¢a (x) in (a,b) ist. f, (x) und f; (x) miissen also
wegen der Konvexitit der Funktionen ¢, und ¢, nach Satz 1. dieses
Kapitels Funktionen sein, die in (a, b) nichtnegative n-te Differenzen-
quotienten besitzen. AuBerdem haben sie am Rande des Intervalles

ersichtlich endliche (n — 1)-te Ableitungen. Damit ist aber unser Satz
bewiesen.

Jetzt ergibt sich noch nachtriglich leicht, daB f (x) in jedem Punkte
(n—1) (n—1)

von (a, b) eine linke und rechte (n— 1)-te Ableitung f(x—0), f(x + 0)

besitzt, da das ja fiir f, und f; der Fall ist, und daB jede der Funktionen
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m=n -1 . . . . :
f(x—0), f(x+0) (wo sie am Rande des Intervalles nicht definiert sind,
konnen wir sie nach Belieben erginzen) in (a, b) von beschrénkter
Variation sind.

Zum SchiuB bemerken wir noch, daB der Satz auf S. 25 auch fiir
jede Funktion von beschrinkter n-ter Totalvariation gilt, da ja eine
solche Differenz zweier Funktionen mit durchweg nichtnegativen n-ten
Differenzenquotienten ist:

Satz. Ist f(x) in (a, b) von beschrinkter n-ter Totalifariation, SO
existiert fast iiberall im Intervalle a-<{<b der Grenzwert des n-ten

Differenzenquotienten lim [$X; Xa...Xn]*.
Xy=¢& Xu=_r~-i;xn=f

o
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